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1. 丟銅板實驗與二項分佈
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丟銅板實驗之相關問題

丟銅板實驗
取出一個銅板並重複投擲 n = 10 次, 若觀察到 Y = 4 次正面, 請問:

機率問題 —
若出現正面機率為 p = 0.5, 請問出現此觀察結果之機率為
何?

統計問題 —
1. (估計) 藉由此觀察結果來推測 (估計/有道理地猜), 正面
機率應該是多少?

2. (估計的準確性) 這個推測的精確度/正確性如何?
3. (假設檢定) 若一般而言相信銅板是公正的, 是否有足夠的
證據推翻這個看法?
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二項分佈

若我們稱 Y 服從參數為 (n, p) 之二項分佈, 記做 Y ∼ B(n, p), 則

q(y) = P(Y = y) =

(
n

x

)
py(1− p)(n−y),

其中 y = 0, 1, . . . , n,
(
n
y

)
= n!

y!(n−y)! .
機率問題 — 若出現正面機率為 p = 0.5, 請問出現此觀察結果之機
率為何?

q(4) =

(
10

4

)
0.54(1− 0.5)6 =

1 · 2 · 3 · · · 10
(1 · 2 · · · 3)(1 · 2 · · · 6)

0.510 ≈ 0.205

統計問題 1,2 — 藉由此觀察結果來推測, 正面機率應該是多少? 這
個推測的精確度如何?使用最大概似估計法 (MLE) 來估計參數 p:

p̂ =
X

n
= 0.4, E(p̂) = p, var(p̂) = E{p̂− E(p̂)}2 = p(1− p)

n

v̂ar(p̂) =
p̂(1− p̂)

n
= 0.024, ŝd(p̂) =

√
v̂ar(p̂) ≈ 0.155.
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二項分佈之應用

政策/候選人之支持度估計

ŝd(p̂) ≤
√

0.5 · 0.5
1088

≈ 0.015

1− α 信心水準下之抽樣誤差:
±qα/2 · ŝd(p̂)
⊂ ±1.96 · 0.015 ≈ ±0.0297
其他應用 —
產品瑕疵率
產品偏好度
交通事故死亡率
疾病盛行率
試題難易度
etc.
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2. 池化檢驗

疾病盛行率估計

實驗設計
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池化檢驗

池化檢驗 (pool testing), 又名群組檢驗 (group testing)
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https://www.cnrs.fr/en/covid-19-screening-new-model-assessing-efficiency-group-testing
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池化檢驗 — 感染診斷

若現在有 1000 的可能 Covid 確診的人需要進行核酸檢驗 (PCR). 如
果每個人的檢體各自檢驗, 則需要 1000 次實驗
假設 1000 個人中有 100 個人確診。若將檢驗流程改為:
每兩個人的檢體分一部分出來混合成一管混合樣本
(group size = 2) 並加以檢驗
若反應為陰性, 則推斷兩人皆為陰性
若反應為陽性, 則對剩餘檢體各自檢驗來判斷是誰確診

在此情境下, 大約可以節省 30 – 40% 的成本 (人力 & 時間 & 金錢)
最多需要進行 1000/2 + 100× 2 = 700 次實驗
最少需要進行 1000/2 + 50× 2 = 600 次實驗

池化檢驗適用情況

檢體可以被混合檢驗 (血液, 溶液, etc)
目標特徵之比率不高
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其他應用

https://en.wikipedia.org/wiki/Group_testing
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疾病盛行率估計 (1)

Dorfman (1943, AMS)
二戰後, 美國政府想知道退伍軍人中某血液相關傳染病的盛行率
假設取得血液樣本相對便宜, 但是血液檢驗很貴, 經費只夠做
n = 1000 次檢測, 該怎樣做實驗能得到最準確之疾病盛行率估計?
先考慮以下情境: 實際上該疾病盛行率為 p (比方說 p = 10%). 如
果我們隨機抽出 1000 個人並取得其血液樣本之檢驗結果
Y1, Y2, . . . , Y1000, 則參數估計為 (令 Y = Y1 + Y2 + · · ·+ Y1000)

p̂(1) =
Y

n
, var(p̂) =

p(1− p)

n
, sd(p̂) =

√
var(p̂) ≈ 9.49× 10−3
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疾病盛行率估計 (2)
若隨機抽出 2000 個人, 並將血液樣本兩兩混合進行檢驗, 結果為
Y

(2)
1 , Y

(2)
2 , . . . , Y

(2)
1000. 令 Y (2) = Y

(2)
1 + Y

(2)
2 + · · ·+ Y

(2)
1000 且令

q(2) = 1− (1− p)2, 則

q̂(2) =
Y (2)

n
, sd(q̂(2)) =

√
q(2)(1− q(2))

n

由於 p = 1− (1− q(2))1/2, 根據 MLE 的性質, 我們可以得到

p̂(2) = 1−
(
1− q̂(2)

)1/2
≜ f2

{
q̂(2)

}
sd(p̂(2)) ≈

∣∣∣f ′
2

{
q̂(2)

}∣∣∣× sd(q̂(2)) ≈ 6.89× 10−3

若隨機抽出 3000 個人, 每 3 個人的樣本混合並進行檢驗, 則 . . .

sd(p̂(3)) ≈ 5.78× 10−3

若隨機抽出 t× 1000 個人, . . .
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疾病盛行率估計 (3)

如果現在的情況是取得樣本檢體很貴, 但是做檢驗很便宜, 經費只夠
取得 N = 10000 個樣本, 該怎樣做實驗能得到最準確之疾病盛行率
估計?
考慮以下情境: 實際上該疾病盛行率為 p (比方說 p = 10%). 如果
我們將群組大小設為 x, 則只會有 Nx = N/x 個檢驗結果. 則參數
估計為 (令 Y = Y1 + Y2 + · · ·+ YNx , 且 q(x) = 1− (1− p)x)

q̂(x) =
Y

Nx
sd(q̂(x)) =

√
q(x)(1− q(x))

N/x

透過跟前面類似的計算過程, 我們可以得到:

p̂(x) = 1−
(
1− q̂(x)

)1/x
≜ fx

{
q̂(x)

}
sd(p̂(x)) ≈

∣∣∣f ′
x

{
q̂(x)

}∣∣∣× sd(q̂(x))
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群組試驗設計

根據前面的討論, 如果我們只考慮使用單一群組大小的話:
如果檢驗次數 n 固定, 則根據不同的 p 會有不同的最佳群組大
小, 且和 n 無關.
如果個體樣本數 N 固定, 則最佳的群組大小為 1.

實際上我們不知道 p 是多少, 該如何設計這個實驗?
若已知 p 大約介於 10% – 15% 之間, 則或許群組大小為 10–15
之間都能有不錯的表現 (比方說 12)
由前面 sd(p̂(x)) 的近似公式, 我們可以計算得出

sd(p̂(2)) < sd(p̂(1)) =⇒ p < 0.667

sd(p̂(3)) < sd(p̂(2)) =⇒ p < 0.475

S-H Huang (NCU MATH) Group Testing Aug 24 18 / 52



0.05 0.10 0.15 0.20

10
20

30

Prevalence

O
pt

. s
iz

e

S-H Huang (NCU MATH) Group Testing Aug 24 19 / 52



最佳實驗設計

在前面固定實驗總次數的情況下, 我們已知若疾病盛行率的實際值
在 15% 附近, 則使用群組大小為 10 的群組試驗可以使得疾病盛行
率估計值之變異數 (或標準差) 達到最小.
以上的句子是否有什麼不精確之處? 是否還有什麼可能性沒考慮
到?
Ex. 是否混用群組大小為 9,10,11 可以有更好的估計值?
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最佳實驗設計的三類問題

實驗設計的表示式


x1 x2 · · · xk
n1 n2 · · · nk

w1 w2 · · · wk


其中 x1, . . . , xk 稱為設計點, n1, . . . , nk 為所對應之實驗次數,
wi = ni/n 為所對應之權重

最佳實驗設計的三類問題

A. 已知設計點, 要找到最佳的權重 (或實驗次數) [(k − 1)-D]
B. 已知設計點個數, 要找到這些最佳的設計點以及對應權
重 [(2k − 1)-D]

C. 先找到最佳的設計點個數, 再找到這些最佳設計點以及對應權
重 [∞-D]

實驗設計理論告訴我們, 在目前比較簡化的群組試驗設定下, 最佳的
單點設計 (只考慮一種群組大小) 即為最佳設計
就算容許用多個不同的群組大小, 頂多能和最佳單點設計的表現一
樣好
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3. 池化檢驗的實務問題

成本考量

檢驗錯誤：偽陰性與偽陽性、稀釋效應

快篩與黃金標準檢驗
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成本考量

固定檢驗次數 n

固定個體樣本數 N

固定總預算 T = $180000, 做一次個體檢驗要花費 $15 = q0 + q1:
檢驗花費 q0 = $12
個體樣本花費 q1 = $3

做一次群組大小為 x 的群組試驗需花費 c(x) = q0 + q1x

設計表示仍為 
x1 x2 · · · xk
n1 n2 · · · nk

w1 w2 · · · wk


此時權重 wi = nic(xi)/T 為群組大小 xi 所投入之預算的比例

特例:
固定檢驗次數 n =⇒ q1 = 0
固定個體樣本數 N =⇒ q0 = 0
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檢驗錯誤
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檢驗錯誤之機率模型

敏感性 (SEN) p1: 陽性樣本得到陽性反應之結果 (機率)
特異性 (SPE) p2: 陰性樣本得到陰性反應之結果 (機率)
偽陽率 (FPR) η0: 陰性樣本得到陽性反應之機率
偽陰率 (FNR) η1: 陽性樣本得到陰性反應之機率
FPR 及 FNR 通常 (遠) 小於 0.5
當疾病盛行率為 p, 一個群組大小為 x 的群組樣本的反應機率為

P (群組為陽性)× P (檢驗正確) + P (群組為陰性)× P (檢驗錯誤)

πx = π(x) = {1− (1− p)x}(1− η1) + (1− p)x(η0)

= (1− η1)− (1− η0 − η1)(1− p)x
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假設 “已知檢驗錯誤率”

Tu et al. (1995, Bka, fix N)
Recall: πx = (1− η1)− (1− η0 − η1)(1− p)x

⇒ p = fx(πx) = 1−
{
(1− η1)− πx
1− η0 − η1

}1/x

固定總預算 T = 180000, (q0, q1) = (12, 3) =⇒

nx =
180000

12 + 3x
, π̂x =

Yx
nx

, sd(p̂) =

√
πx(1− πx)

nx

根據 MLE 的性質, 我們得到疾病盛行率的估計值 p̂
(x)
0 :

p̂
(x)
0 = fx(π̂x)

sd(p̂
(x)
0 ) ≈ |f ′

x(π̂x)| × sd(π̂x)
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n8 = 5000
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True parameters: (p, p1, p2) = (0.07, 0.93, 0.96)
p1 = 1− η1 is the sensitivity
p2 = 1− η0 is the specificity
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假設 “檢驗錯誤率已知” 的一些推論與討論

最佳實驗設計仍為單一群組大小之實驗

根據不同的參數假設, 最佳群組大小會略為變動
固定 N 時, 若有可能發生檢驗錯誤, 單樣本檢驗可能不是最佳策略
檢驗錯誤率從何得知?
專家
歷史資料
實驗室數據
其他類似研究的發現
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假設 “檢驗錯誤率已知” 是否合理?

S-H Huang (NCU MATH) Group Testing Aug 24 29 / 52



錯誤參數造成的影響

對設計的影響

對估計的影響

p̂
(x)
0 = fx(π̂x) = 1−

{
(1− η1)− π̂x
1− η0 − η1

}1/x
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假設 “需要估計檢驗錯誤率”
Huang et al. (2017, JRSSB, fix n)
Huang et al. (2020, Stat Sin, general cost)
Recall: πx(θ) = (1− η1)− (1− η0 − η1)(1− p)x, θ = (p, η0, η1)
令群組試驗設計與實驗結果為 {xj , nj , Yj}kj=1, 其中

xj : 群組大小
nj : 群組試驗次數
Yj : 陽性反應次數 (TP or FP)

最大概似估計量 (MLE) θ̂ = (p̂, η̂0, η̂1):

arg max
θ

k∑
j=1

{
Yj
nj

log
[
πxj (θ)

]
+
(
1− Yj

nj

)
log

[
1− πxj (θ)

]}
Pros and Cons:
避免代入失真的檢驗錯誤機率造成疾病盛行率估計的偏誤
引入更多參數造成估計的變異越大

Bias-Variance Trade-Off
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偏誤-變異權衡 (Bias-Variance Trade-Off)

https://jason-chen-1992.weebly.com/home/-bias-variance-tradeoff
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Chlamydia example

Nebraska IPP: p0 = 7%, p1 = 1− η1 = 93%, p2 = 1− η0 = 96%
T = $180,000, q0 = $12, q1 = $3

ξs =


1 10 81

1256 2380 240
10.4% 55.5% 34.1%


Design s.e.1 bias2
ξs 0.34% –
ξ

(plug-in)
8 0.16% −1.0% ∼ 1.7%
ξ

(plug-in)
1 0.31% −6% ∼ 8%

1 total budget = $180,000; under prespecified values (0.07,0.93,0.96)
2 bias for ptrue = 7%, and p1, p2 ∈ (90%, 100%)
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在假設 “需要估計檢驗錯誤率” 下的理論結果

{
x1 x2 · · · xk
w1 w2 · · · wk

}

找最佳的 k, 然後找出 x1, x2, . . . , xk 以及 w1, w2, . . . , wk [∞-D]
根據實驗設計理論可以證明, 在目前的模型架構下, 設計點的個數只
需要跟參數個數一樣 (k = 3) [5-D]
當設計點個數跟參數個數一樣的時候, 則最佳權重可以寫成設計點
的函數 [3-D]
其中一個設計點是 1 [2-D];
當 q1 = 0 時 (特例), 還有一個設計點是群組大小的上界 [1-D]
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最佳設計的一些推論

ξs =

 1 10 81
1256 2380 240
10.4% 55.5% 34.1%

 p2

p0
p1

?

x1
s=xL x2

s x3
s xU

Group size

W
ei
gh
t

Recall: πx = (1− η1)− (1− η0 − η1)(1− p)x

最小的設計點 x1 必定是群組大小的下界: x 越小, πx 越接近 η0

最大的設計點 x3 原則上越大越好: x 越大, πx 越接近 1− η1;
但當 q1 > 0 時 x3 太大會造成實驗次數太少, 所以最大的群組大小
要根據成本函數稍微調小

中間的群組大小 x2 原則上會在最佳單點設計附近, 但會被前後兩個
群組大小稍微影響

原則上會在 x2 投入最多的預算, 但 w1 和 w3 也不能太低導致 η0
和 η1 的估計太不準
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均方誤差 (MSE) 比之等高線圖
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(a) p0 = 0.04
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(b) p0 = 0.07
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(c) p0 = 0.10

MSE ratio =
MSE(ξ

(plug-in)
8 )

MSE(ξs)
(> 1 when ξs is better)
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檢驗錯誤率之稀釋效應
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何謂稀釋效應

群組試驗中, 偽陽率和偽陰率有可能會隨著群組大小增加而增加
偽陰率 η1 (或真陽率 p1) 比較可能出現稀釋效應 (Zenios & Wein,
1998, Stat Med)
可接受的群組大小上界常常會被稀釋效應所限制

若存在稀釋效應, 假設錯誤率為常數 (無論已知未知) 會造成盛行率
估計值的偏誤

用函數描述稀釋效應: ηi(x; θ) ∈ [0, 1] 為給定之非遞減函數, θ 為
(已知或未知) 的參數
Ex.

ηi(x) =
[
1 + exp{θ0i − θ1i log(x)}

]−1
, θi0, θi1 ≥ 0,

此時基準值 ηi(1) = [1 + exp(θi0)]−1 ≤ 0.5, 且 ηi(x) 非遞減

根據不同的實驗, 應視情況採用不同的稀釋效應函數
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稀釋效應下的最佳群組試驗設計

Huang et al. (2020, Stat Sin)
不同的稀釋效應函數會有很不同的性質, 設計點數可能很難決定
統計理論: 設計點個數至少要大於等於參數個數
使用演算法找設計:

(已經相當不錯) 具有參數有效資訊的起始設計
有效率的迭代過程
能驗證是否已經到全域最佳設計

S-H Huang (NCU MATH) Group Testing Aug 24 39 / 52



具有參數有效資訊的起始設計

p2 (x)

p0

p1(x)

xL xβ x2
s xα x3

s xU

Initial design

W
ei
gh
t

有效率的迭代過程/驗證達到最佳設計 (等價定理)
X

x
1
s
xβ x

2
s

xα x
3
s

0

0
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應用實例

p0 = 0.07, p1(1) = 0.93, p2(1) = 0.96, [xL, xU ] = [1, 150]

T = $180,000, q0 = $12, q1 = $3
No dilution: ξs

Both p1 and p2 are diluted: ξ∗

0.93 = expit(2.6-0×log(x))

0.65
expit(2.6-0.4log(x))
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0.96 = expit(3.2-0×log(x))

0.65
expit(3.2-0.5log(x))
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Design α1 β1 x1 xβ x2 xα x3
ξs – – 1 – 10 – 81
ξ∗ 0.4 0.5 1 3 14 50 150
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MSE ratio(ξs|ξ∗) = MSE(ξs)
MSE(ξ∗)

when both p1 and p2 are diluted
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一般檢驗及黃金標準檢驗

一般檢驗 (Regular assay)
便宜
存在少量檢驗錯誤 (偽陰, 偽陽)

黃金標準檢驗 (Gold-standard assay)
昂貴
不會出錯

兩種檢樣都做 (Both assays)
最貴
獲取精確之檢驗錯誤率

如果對每一個群組樣本而言, 可以執行上面三者之一, 怎樣的群組試
驗設計會讓疾病盛行率估計最準確?
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混合型群組試驗

Huang et al. (2021, EJS; no dilution)

R

G B
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一些直覺和理論結果

直覺
cG(x): cheap ←−−−−−−→ expensive

最佳設計: G design ←− ? −→ R design

盛行率可估性: kR ≥ 3 或 kG ≥ 1 或 kB ≥ 1

限縮尋找範圍: (群組大小落在 [xL, xU ] 區間中, 忽略整數限制)
R

G B

kR≤3

kG≤1 kB≤1

R

G B

R

G B
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最佳設計演算法

R

G B

最佳設計只可能是以下 3 種:
R design (kR = 3): Huang et al. (2020)
G design (kG = 1): [1-D] 最佳化 — 公式解
RB design (kR = 1, 2, 3 且 kB = 1): [≤ 7-D]

利用等價定理設計迭代演算法:
1. 從最佳R design 開始
2. 測試加入新的點 (R or B) 是否更好並重算權重 [≤ 4-D]
3. 等價定理確認是否已經達到最佳R/RB 設計
4. 重複 2 & 3 直到收斂
5. 和最佳G設計比較
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Example 1

(p0, p1, p2) = (0.06, 0.95, 0.95), [xL, xU ] = [1, 50]

cR(x) = (1− q) + qx, cG(x) = q1 + qx, cB(x) = (1− q + q1) + qx,
for q = 0, 0.1, or 1, and some selected q1

Case 1: q = 0 (subject cost = 0)
R assay cost = 1, and G assay cost = q1 = 1 to 20
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Example (cont.)
Case 2: q = 0.1 (subject cost = 0.1)
R assay cost = 0.9, and G assay cost = q1 = 1 to 200
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Case 3: q = 1 (subject cost = 1)
R assay cost = 0, and G assay cost = q1 = 1 to 360
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4. 結論與討論
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實務上的其他問題

其他的估計方式
McMahan et al. (2017, Bcs)
Joyner et al. (2020, Bcs)
Bai et al. (2019, Sig Proc)
多種疾病同時檢驗
Bilder et al. (2021, Stat Med)
Warasi et al. (2023, Bio J)
其他解釋變數 (ex 年齡, 性別) 的影響
Lin et al. (2019, Stat Med)
Mokalled et al. (2021, Stat Med)
Delaigle & Tan (2023, Stat Med)
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統計學家的工作 (Work with Data)

https://towardsdatascience.com/introduction-to-statistics-e9d72d818745
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